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Ustalmy algebr¦ Banacha A z jedynk¡ 1 nad ciaªem F = C.

Def. Widmem (spektrum) elementu a ∈ A nazywamy zbiór

σ(a) := {λ ∈ C : a− λ1 /∈ Inv(A)}.

Prz. Widmo elementu algebry funkcji na przestrzeni zwartej M

Je±li A = C (M), to Inv(C (M)) = {a ∈ C (M) : ∀t∈M a(t) 6= 0} i

σ(a) = {λ ∈ C : ∼
(
∀t∈M (a− λ1)(t) 6= 0

)
}

= {λ ∈ C : ∃t∈M (a− λ1)(t) = 0)}

= {λ ∈ C : ∃t∈M a(t) = λ}= a(M).

Zatem widmo funkcji a ∈ C (M) jest obrazem tej funkcji.

Uw. W powy»szym przykªadzie je±li f : Ω→ C jest funkcj¡ ci¡gª¡

okre±lon¡ na widmie σ(a) = a(M) ⊆ Ω, to f (a) := f ◦ a jest

elementem algebry A = C (M) - rachunek funkcyjny w algebrze A!
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Prz. Widmo operatora dziaªaj¡cego na przestrzeni Banacha X

Skoro Inv(B(X )) = {T ∈ B(X ) : T : X → X bijekcja} to widmo
operatora T ∈ B(X ) wyra»a si¦ wzorem

σ(T ) := {λ ∈ C : T − λ1 : X → X odwzorowanie nieodwracalne}.

Czyli λ ∈ σ(T ) ⇐⇒
(a) T − λ1 nie jest surjekcj¡, lub

(b) T − λ1 nie jest injekcj¡ ⇐⇒ ker(T − λ1) 6= {0} ⇐⇒
∃x∈X\{0} Tx = λx ⇐⇒ λ jest warto±ci¡ wªasn¡ dla T .

Je±li dim(X ) = n <∞, to warunki (a) i (b) s¡ równowa»ne i wtedy

σ(T ) = zbiór warto±ci wªasnych operatora T .

Ponadto, mamy wtedy izomor�zm algebr B(X ) ∼= Mn(C) oraz

Inv(Mn(C)) = {T ∈ Mn(C) : det(T ) 6= 0}. Zatem dla T ∈ Mn(C)

σ(T ) = {λ ∈ C : det(T − λ1) = 0}.
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Tw. Widmo dowolnego elementu a ∈ A algebry Banacha A jest

niepustym zbiorem zwartym oraz σ(a) ⊆ {λ ∈ C : |λ| ¬ ‖a‖}.

Dowód: Zauwa»my, »e funkcja Fa : C→ A dana wzorem

Fa(λ) := a− λ1 jest ci¡gªa oraz

C \ σ(a) = {λ ∈ C : a− λ1 ∈ Inv(A)} = F−1a (Inv(A)).

Zatem, skoro Inv(A) jest otwarty w A, to C \ σ(a) = F−1a (Inv(A)) jest

zbiorem otwartym, a wi¦c σ(a) jest zbiorem domkni¦tym w C.

Niech |λ| > ‖a‖  0. Wtedy ‖λ−1a‖ < 1 i z Lematu Neumanna

a− λ1 = −λ (1− λ−1a)︸ ︷︷ ︸
∈Inv(A)

∈ Inv(A)

Czyli λ /∈ σ(a). To dowodzi inkluzji σ(a) ⊆ {λ ∈ C : |λ| ¬ ‖a‖}.
Zatem, widmo σ(a) jest zwarte (domkni¦te i ograniczone).

Zaªó»my nie wprost, »e σ(a) = ∅. Wtedy Ra(λ) = (a− λ1)−1 jest

funkcj¡ zde�niowan¡ na caªej pªaszczy¹nie zespolonej:

Ra : C→ A.
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Ponadto funkcja Ra(λ) = (a− λ1)−1 ma nast¦puj¡ce wªasno±ci:

1) Ra jest analityczna, jako zªo»enie funkcji analitycznych

Fa(λ) = a− λ1 ∈ A oraz Inv(A) 3 b 7→ b−1 ∈ Inv(A).

2) Ra zbiega do zera w niesko«czono±ci, bo dla |λ| > ‖a‖ mamy

‖Ra(λ)‖ = ‖(a− λ1)−1‖ = 1

|λ|‖(1− λ
−1a)−1‖ = 1

|λ|‖
∞∑
n=0

(λ−1a)n‖

¬ 1

|λ|

∞∑
n=0

‖λ−1a‖n = 1

|λ| ·
1

1−|λ|−1‖a‖ = 1

|λ|−‖a‖
|λ|→∞−→ 0.

Na mocy 1), 2), dla dowolnego f : A→ C z A∗, funkcja

C 3 λ 7−→ f (Ra(λ)) ∈ C

jest analityczna (holomor�czna) i znika w niesko«czono±ci. Zatem na

mocy Twierdzenia Liouville'a funkcja ta jest staªa i równa zero.Skoro

funkcjonaªy z A∗ rozdzielaj¡ elementy A, to Ra(λ) = 0 dla λ ∈ C, czyli

Ra ≡ 0.

W szczególno±ci, Ra(0) = a−1 = 0. E �
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Def. Dla dowolnego a ∈ A oraz p(z) = αnz
n + ...+ α1z + α0, gdzie

αi ∈ C, i = 1, ..., n, kªadziemy

p(a) := αna
n + ...+ α1a + α01 ∈ A.

Stw. (o obrazie spektralnym) Dla dowolnego wielomianu p oraz

elementu a ∈ A mamy

σ(p(a)) = p(σ(a)) := {p(λ) : λ ∈ σ(a)}.

Dowód: Niech λ ∈ C. Zapiszmy wielomian p(z)− λ w postaci

iloczynowej, tzn. tzn. niech λ0, λ1, ..., λn ∈ C, n  0, takie, »e

p(z)− λ = λ0(z − λ1) · ... · (z − λn).

Liczby λ1, ..., λn s¡ rozwi¡zaniami równania p(z) = λ. St¡d

p(a)− λ1 = λ0(a− λ11) · ... · (a− λn1).

Je±li λ0 = 0, to p ≡ λ i st¡d σ(p(a)) = σ(λ1) = {λ} = p(σ(a)).

Zaªó»my, zatem »e λ0 6= 0. Wtedy odwracalno±¢ p(a)− λ1 jest

równowa»na odwracalno±ci iloczynu (a− λ11) · ... · (a− λn1),
która jest z kolei równowa»na odwracalno±ci ka»dego ze skªadników.
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Czyli je±li p(z)− λ = λ0(z − λ1) · ... · (z − λn), to

p(a)− λ1 ∈ Inv(A) ⇐⇒ ∀i=1,...,n (a− λi1) ∈ Inv(A).

St¡d

λ ∈ σ(p(a))⇐⇒ ∃i=1,...,n λi ∈ σ(a)

⇐⇒ σ(a) ∩ {λ1, ..., λn} 6= ∅

⇐⇒ σ(a) ∩ {z ∈ C : p(z) = λ} 6= ∅

⇐⇒ ∃z∈σ(a) p(z) = λ

⇐⇒ λ ∈ p(σ(a)).

Zatem σ(p(a)) = p(σ(a)). �
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Def. Promieniem spektralnym elementu a ∈ A nazywamy liczb¦

r(a) = max
λ∈σ(a)

|λ|.

r(
a)

︷ ︸︸
︷

σ(a)
r(a) to najmniejszy promie« koªa

o ±rodku w zerze, w którym

zawarte jest caªe widmo σ(a).

Tw. (Wzór Beurlinga-Gelfanda-Naimarka)

Promie« spektralny elementu a ∈ A wyra»a si¦ wzorem

r(a) = lim
n→∞

‖an‖
1
n = inf

n∈N
‖an‖

1
n .

Dowód: Niech λ ∈ σ(a). Wtedy λn ∈ σ(an) na mocy Stw. i st¡d

|λ|n ¬ ‖an‖ na mocy Tw. Czyli |λ| ¬ ‖an‖
1
n i st¡d

r(a) ¬ inf
n∈N
‖an‖

1
n ¬ lim inf

n→∞
‖an‖

1
n .

Zatem wystarczy pokaza¢, »e lim supn→∞ ‖an‖
1
n ¬ r(a).
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Przypomnijmy, »e C \ σ(a) 3 λ 7−→ Ra(λ) = (a− λ1)−1 ∈ Inv(A) jest

analityczna. Zatem kªad¡c ∆ := {λ ∈ C : |λ| > r(a)} dla dowolnego

f ∈ A∗ funkcja
C \∆ 3 λ 7−→ f (Ra(λ)) ∈ C

jest holomor�czna, czyli posiada rozwini¦cie postaci

f (Ra(λ)) =
∞∑
n=1

λnλ
−n, λ ∈ C \∆,

gdzie λn ∈ C, n ∈ N, s¡ pewnymi ustalonymi wspóªczynnikami.

Z Lematu Neumanna, dla |λ| > ‖a‖ mamy

Ra(λ) = − λ−1
(
1− λ−1a

)−1
=
∑∞

n=1
−an−1λ−n

St¡d

f (Ra(λ)) =
∞∑
n=1

f (−an−1)λn,

czyli

λn = f (−an−1), n ∈ N.
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Zatem dla ka»dego |λ| > r(a) szereg

f (Ra(λ)) =
∞∑
k=1

λnλ
−n =

∞∑
n=1

f (−an−1)λ−n =
∞∑
n=1

f (−an−1λ−n)

jest zbie»ny. W szczególno±ci ci¡g {f (an−1λ−n)}∞n=1
zbiega do zera.

Skoro zachodzi to dla dowolnego funkcjonaªu f ∈ A∗, to
{an−1λ−n}∞n=1

∞
n=1

jest sªabo zbie»ny do zera, a wi¦c ograniczony na

mocy Twierdzenia Banacha-Steinhausa. Zatem

r(a) < |λ| =⇒ ∃M>0 ∀n∈N ‖anλ−n‖ ¬ M

=⇒ ∀n∈N ‖an‖
1
n ¬ M

1
n |λ|

=⇒ lim sup
n→∞

‖an‖
1
n ¬ |λ|.

St¡d lim sup
n→∞

‖an‖
1
n ¬ r(a). �
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Uw. Szereg f (z) =
∑∞

n=0
λnz

n jest (bezwgl¦dnie) zbie»ny wewn¡trze

koªa o promieniu r := 1/ lim sup
n→∞

|λn|
1
n . Je±li r(a) < r , to szereg

f (a) :=
∞∑
n=0

λna
n

jest (bezwgl¦dnie) zbie»ny w A, bo

lim sup
n→∞

‖λnan‖
1
n ¬ lim sup

n→∞
|λn|

1
n lim
n→∞

‖an‖
1
n = r(a)/r < 1.

Tw. (rachunek funkcyjny w algebrach Banacha)

Dla dowolnego a ∈ A oraz funkcji holomor�cznej f : Ω→ C, gdzie
σ(a) ⊆ Ω - zbiór otwarty, mamy poprawnie zde�niowany operator

f (a) :=
N∑

k=1

1

2πi

∫
γk

f (a)(λ1− a)−1 dλ ∈ A,

gdzie γk ⊆ Ω to drogi Jordana ograniczaj¡ce σ(a).

Wtedy równie» f (z) =
∑N

k=1

1

2πi

∫
γk
f (z)(λ− z)−1, z ∈ σ(a).
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