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Ustalmy algebre Banacha A z jedynka 1 nad ciatem F = C.

Def. Widmem (spektrum) elementu a € A nazywamy zbiér
o(a):={AeC:a— Al ¢Inv(A)}.

Prz. Widmo elementu algebry funkcji na przestrzeni zwartej M
Jesli A= C(M), to Inv(C(M)) ={a e C(M) : Viepma(t) A0} i
o(a)={AeC: ~ (Veem(a— A1)(t) #£0)}
={AeC:Jiem (a—A1)(t) =0)}
={A € C: Jiem a(t) = A\}= a(M).
Zatem widmo funkcji a € C(M) jest obrazem tej funkgji.

Uw. W powyzszym przyktadzie jesli f : Q — C jest funkcja ciagta
okreslong na widmie o(a) = a(M) C Q, to f(a) := f o a jest
elementem algebry A = C(M) - rachunek funkcyjny w algebrze Al
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Prz. Widmo operatora dziatajacego na przestrzeni Banacha X

Skoro Inv(B(X)) ={T € B(X): T : X — X bijekcja} to widmo
operatora T € B(X) wyraza si¢ wzorem

o(T)={Ae€C: T—-Al: X — X odwzorowanie nieodwracalne}.

Czyli A € o(T) =

@ T — )\l nie jest surjekcja, lub

@ T — Al nie jest injekcjg <= ker(T — A1) # {0} <—
Jxex\fo} Tx = Ax <= A jest wartoscig wtasng dla T.

Jesli dim(X) = n < oo, to warunki (a) i (b) sa réwnowazne i wtedy
o(T) = zbiér wartosci wtasnych operatora T.

Ponadto, mamy wtedy izomorfizm algebr B(X) = M,(C) oraz

Inv(M,(C)) ={T € Mp(C) : det(T) # 0}. Zatem dla T € M,(C)

o(T) = {\ € C: det(T — A1) = 0}.
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Tw. Widmo dowolnego elementu a € A algebry Banacha A jest
niepustym zbiorem zwartym oraz o(a) C {\ € C: |\| < ||a|}.

Dowéd: Zauwazmy, ze funkcja F, : C — A dana wzorem
Fa(\) :== a — Al jest ciagta oraz

C\o(a) ={\€C:a— A €lnv(A)} = F, 1 (Inv(A)).
Zatem, skoro Inv(A) jest otwarty w A, to C\ o(a) = F; 1(Inv(A)) jest
zbiorem otwartym, a wiec o(a) jest zbiorem domknietym w C.
Niech |A| > ||a]| > 0. Wtedy |A7la|| < 1 iz Lematu Neumanna

a— A =-X(1-x"1a) €lnv(A)
N’
€lnv(A)

Czyli A ¢ o(a). To dowodzi inkluzji o(a) C {\ € C: |\ < 4|}
Zatem, widmo o(a) jest zwarte (domkniete i ograniczone).
Zat6zmy nie wprost, ze o(a) = 0. Wtedy Ry(\) = (a — AL)7! jest
funkcja zdefiniowang na catej ptaszczyznie zespolonej:

R,:C — A.
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Ponadto funkcja R,(\) = (a — A1)~! ma nastepujace whasnosci:

@ R, jest analityczna, jako ztozenie funkgji analitycznych
Fa(\) =a— Al € Aoraz Inv(A) 2 b — bt € Inv(A).
@ R, zbiega do zera w nieskoniczonosci, bo dla [\| > ||a|| mamy

IRa(M)IF = lI(a = A1) Ml = Zll(L = Ata) 7 = 5 Z_IO(Yla)”II
- n__ 1 1 1 Amoee
< ng 1A~ a|| TN TENTE T R

Na mocy 1), 2), dla dowolnego f : A — C z A*, funkcja
CoA—f(Ry(N\)) eC

Jest analityczna (holomorficzna) i znika w nieskoficzonosci. Zatem na
mocy Twierdzenia Liouville’a funkcja ta jest stata i réwna zero.Skoro
funkcjonaty z A* rozdzielaja elementy A, to Ry(A\) = 0dla A € C, czyli

R, =0.

W szczegélnosci, R,(0) = a~1 = 0. f [
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Def. Dla dowolnego a € A oraz p(z) = apz" + ... + a1z + g, gdzie
a; € C, i =1,..., n, ktadziemy

p(a) :=apa" + ...+ aqa+ apl € A

Stw. (o obrazie spektralnym) Dla dowolnego wielomianu p oraz
elementu a € A mamy

a(p(a)) = p(o(a)) == {p(A) : A € o(a)}-

Dowdd: Niech A € C. Zapiszmy wielomian p(z) — A w postaci
iloczynowej, tzn. tzn. niech Ag, A1, ..., A\n € C, n > 0, takie, ze

p(z) = A=Xo(z—= A1) ... - (2= Ap).
Liczby A1, ..., \p sa rozwiazaniami réwnania p(z) = \. Stad
p(a) — Al = Xo(a— AM1)-...- (a— Apl).
Jesli A\g =0, to p = Aistad o(p(a)) = o(A1) = {A} = p(o(a)).

Zatézmy, zatem ze Ao # 0. Wtedy odwracalnos¢ p(a) — Al jest _ag
réwnowazna odwracalnosci iloczynu (a — A11) - ... - (a — A\p1),
ktéra jest z kolei réwnowazna odwracalnosci kazdego ze sktadnikéw.
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Czyli jesli p(z) = A= Xo(z— A1) - ... - (2 — Ap), O

p(a) — Al € Inv(A) < Vi1

Stad
< o(a)N{A1, ..., A} #0
< o(a)N{zeC:p(z) =A}#0
— E|z€cr(a) p(Z) = A
<= X € p(o(a)).

Zatem o(p(a)) = p(a(a)).

n (a— A1) € Inv(A).
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Def. Promieniem spektralnym elementu a € A nazywamy liczbe

r(a) = max |\l »

Xeo(a)

Ny
r(a) to najmniejszy promien kota

~
o srodku w zerze, w ktérym @ /
/

zawarte jest cate widmo o(a). -

Tw. (Wzér Beurlinga-Gelfanda-Naimarka)

4D

L

Promien spektralny elementu a € A wyraza sie wzorem

i
n,

r(a) = lim [|a"||n= inf |[a"
n—o00 neN

Dowdd: Niech A € o(a). Wtedy A" € o(a”") na mocy Stw. i stad
IA|" < ||a"|| na mocy Tw. Czyli [A| < ||a”||» i stad
1

||
n.

K(a) < inf |a"]
neN

< liminf ||a
n—oo

Zatem wystarczy pokazaé, ze limsup,_, ||a"|]% < r(a).
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Przypomnijmy, ze C\ o(a) 3 A — Ry(\) = (a — A1)~! € Inv(A) jest
analityczna. Zatem ktadac A := {\ € C: |\| > r(a)} dla dowolnego
f € A* funkcja

C\A>A—f(Rs(N)) eC

jest holomorficzna, czyli posiada rozwiniecie postaci
F(RA(N)) =D _XA™",  A€C\A,
n=1

gdzie A\, € C, n € N, s3 pewnymi ustalonymi wspétczynnikami.
Z Lematu Neumanna, dla |A| > ||a]| mamy

Ri(A) = — A1 (1—Ala) !t =300 —anix-n
Stad

o0

F(Ry(N) =D F(=a""1)A",
n=1

czyli
An=f(=a"1), neN
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Zatem dla kazdego || > r(a) szereg

o0

= i)\n)(” = if(—a” Zf a" A"
k=1 n=1

jest zbiezny. W szczegélnosci ciag {f(a™ 1A~")}32; zbiega do zera.
Skoro zachodzi to dla dowolnego funkcjonatu f € A%, to

{a™"IATN}o0 %0 | jest stabo zbiezny do zera, a wiec ograniczony na
mocy Twierdzenia Banacha-Steinhausa. Zatem

r(a) < |A\| = 3Ims0 Vaen [|3"A\7"|| <M
— Vnen [|a"]|7 < M7 |A|

— Iimsup||a”||% <A
n—oo

Stad limsup [|a"|| < r(a). [ ]

n—oo
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Uw. Szereg f(z) = > 72y A\nz" jest (bezwglednie) zbiezny wewnatrze

kota o promieniu r := 1/limsup |)\,,|%. Jedli r(a) < r, to szereg
n—oo

f(a):= > \pa"
n=0
Jest (bezwglednie) zbiezny w A, bo

limsup [|Apa"||» < limsup |[An|n lim [|a"||» = r(a)/r < 1.
n—o0 n—o0 n=>00

Tw. (rachunek funkcyjny w algebrach Banacha)

Dla dowolnego a € A oraz funkgji holomorficznej f : Q — C, gdzie
o(a) C Q - zbiér otwarty, mamy poprawnie zdefiniowany operator

f(a) := kivjl o [ f(a)(A\L —a)ldA € A

gdzie v, C Q to drogi Jordana ograniczajace o(a).
Wtedy réwniez f(z) = S0 5 [ f(2)(A —2)7L, z € o(a).

JYk
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